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CHAPITRE 1 
L'équation de Schroedinger 
1 
Toutes les équations de la Physique reposent sur des faits 
expérimentaux, c'est-à-dire que nous y croyons r ée ll e ment parce 
que de nombr e uses mesures le s confirment. 
Lorsqu'un e mesure vi e nt à mettr e e n d éfaut une loi que nous 
supposions bien établie, nous r e j ett ons la loi et nous en recher-
chons un e nouv el le qui p u iss e expliquer cette mesure. 
La sociét é des êtres mi c roscopiques qu e sont les électrons, 
protons e t n eu trons ainsi qu e leurs asso ciations qu e sont l es 
atomes et l e s molécules constitue une v a ste assemb l ée d'indi vi-
dus qui obéiss e nt à une loi simple e t dont le comportem e nt e st 
régi par une é quation qui r e st e u n postulat auquel nous croirons 
parce qu'un e multit ud e d e faits l e prouv e nt à chaque instant 
l'équation d e Schroedin ge r. 
Pour un e particul e ce tt e équation s'écrit 
- t'i2 
2 µ 
+ V u E u ( 1 ) 
1orsqu e l e problème ne d é pend pas du t e mps, c e qui est sou-
v e nt l e cas. 
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Dans c0tt e équation u es t une fonction des coordonnées et 
son interprétation e st la suiv a nt e : 
ost la densité de probabilité de présence de la parti-
cule dont le comport e m0nt est décrit p a r l ' équation (1) 
Tout le problèm o sera d' é crir e c ott e équation et ensuite de 
la résoudr e . 






l'équation de Schro e dingor nous devient familière, c'est l'équa-
tion des ond e s stationnair e s. Nous pouvons donc nous faire une 
idée dès maintenant d e la natur e d e s solutions que nous devons 
trouver (cfr. cours de Physiqu o Théoriqu e ). 
Dans ce qui suit nous allons justifi e r l'équation de Schroe-
dinger (+) . 
1, Des faits expérimentaux contradict o ir e s 
CORPUSCULES. 
la dualité ondes 
Quelques e xpérienc e s célèbr e s o nt s e mé l a confusion chez les 
physiciens au début du siècl e , ces e xpérienc e s font apparaitre 
que la lumière e t les corpuscul e s o nt des comportements a ssez 
semblables mais aussi contr a dictoir e s t a ntôt ondulatoire et tan-
tôt corpusculaire. 
(+) Le s paragraph e s suivants : 2, 3, 4, 5 n e sont pas essentiels 
au chimiste qui voit dans l a mécaniqu □ ondulatoir e un outil 
da tr a v a il. Ils servant à "rec o nstitu e r" l'équation de 
Schroeding e r et à mioux comprendr a s e s conséquences. 
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1°- La lumière à un comportement ondulatoire, les ex périen-
ces de diffraction l e prouvent, On p e ut donc associer à la lu-
mière une longueur d'onde À et un e fréquence v, et on a la 
relation évid e nte 
C À V 
c est la vit esse de la lumière. 
À est la longueur d'onde. 
v est la fréquence des ondes. 
1 
- La lumière à un comportement corpusculaire, c'est-à-
dire que tout comme les corpuscules les photons possèdent une 
énergie E e t une quantité de mouv e ment -r p, c'est l'expérience 
qui le prouv e (l'eff et photoélectrique, l'effet Compton, la 
production d e paires). 
On a l es relations suivantes 




W = 2TT\I 
On le voit les paramètres "corpuscu laires» sont liés aux pa-
ramètres »ondulatoires». 
2° - Les corpuscules ont une nature corpusculaire et sont ca-
ra c t é ri s é s par u ne é ne r g i"B'- , E ➔ et un e impulsion p, les e xpérien-
ces de collisions le prouvent ( diffusion de Rutherford, colli-
sions d'ions). 
Les corpuscules ont une nature ondulatoire ai nsi 
montrent l e s expériences de diffr action d'électrons 
que le 
ou de neu-
trons. Ces expériences montrent que l'on peut attribuer aux ondes 
a ssociées à ces corpuscules une longueur À telle que : 
p fÎ À 
comme pour la lumière. 
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Posons e ncor e k 2n À e t éc rivons l e s r e lations suivantes 
E = n w 
p = ri k 
nous ne s pécifion s p a s la si g nifi ca tio n de w qui n' a pp a rait pas 
dans l e s e xp é ri e n ces . 
En f a it l'impul s i o n p 
l' e st égal e me nt. 
e st un v e ct e ur e t pa r conséquent 
En résum é , pour l a lumièr e c omme pour lés corpuscules nous 
k 
constatons un comport e me nt à l a fois ondulatoire e t corpusculaire, 
cett e du a lit é e st c a ractéris ée par l e s r e lations suivantes : 
E = n w [ ~8 - fit 
2. Interprétation de la fonction d'ond e . 
Comment interpré te r physiqu eme nt l'ond e a insi associée à un 
corpuscul e ? 
La répons e est ba sée sur l e s constat a tions suivantes : 1 , par-
tout où s e trouv e la particul e , l'ond e s'y r e trouve ég a lement. 
2. l e nombr e d e pa rticul e s dét e ct ée s d a ns une e xpéri e nc e de dif-
frac t ion est proportionnel au c a rr é de l ' amplitude de l'onde . On 
en conclut qu e l e carr é d e l' a mplitud e de l'ond e me sur e la pro-
babilité d e prés o nc e d e l a particul e. 
La foncti o n u 2 ( x yz) r e pr é s en t e donc l a d e nsité de proba-
bilité d e prés e nce d e l a pa rti c ul e. Il f a u t bi e n entendu que la 
fonction u (xyz), qui n' e st d é fini e qu'à un e constant e près 
a it ét é pr éala bl e ment normé e , c' e st-à-dire 
fff 2 u ( x yz) d v 1 
e sp a c e 
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Lorsqu e l a foncti o n u ( x y z ) 
prés e nté e pa r I u ( xyz) 1 2 
e s t co mple xe , l a d e nsité sera re-
Ceci s' éte nd a u ca s où l a fo nctio n dé p e nd d u t e mps puisqu e 
l e s o xpéri e nc e s d e diffr a ction sont f a it e s d a ns c es conditions. 
3. Description des me sur e s p a r d es op é r a teurs. 
Nous a vo ns vu qu e c e rt a ins op é r a t e urs li néa ires p e rm e tt e nt 
d'écrir e d e s é qu a tions a ux ~a leu rs propres (v. r a pp e l e n Appen-
dic e 1) du typ e suiv a nt 
a u ( 2) 
A e st un opérateur et 
un e va l e ur propre de 
a 
A. 
En méc a niqu e ondul a toir e nous postul e rons qu'à ch a que mesure 
on peut a ssoci e r un opér a t e ur A. 
tion (2) d e l a, ma nièr e suivant e : 
On doit a lors lir e l'équa-
"J' e ff e ctue la me sure A sur l e système u 
le résult a t a . " 
Le tout s e r a d e découvrir l e s opérat e urs A 
de r e prés e nt e r l e s me sur e s, alors, dès qu e l'état 
e t j'obtiens 
susceptibles 
u (xyzt) 
d'un systèm e ser a donné on pourr a obt e nir le résultat de la me-
sure de A par l'équ a tion 
A u (xyzt) a u (xyzt) 
Si nous découvrons d e s op é r a teurs tels qu e cett e loi ne soit 
pas mis e e n déf a ut nous les a dmettrons comm e corr e cts ainsi que 
la loi. 
Un e con d ition néc e ss a ire vient i mmédi a t e me nt à l ' esprit 
il faut qu e l e s résult a ts d e s mesur e s s'expriment p a r des nom-
bres réels e t s e uls les opér a t e ur s dont l e s v a leurs propres sont 
réell e s p~urr o nt convenir. Il f aut donc que l e s opérateurs soient 
Hermitiens pour pouvoir représent e r d es mesur e s. 
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4. Les opér a teurs associés à l'én e r g ie et à l a quantité de mou-
V e ment. 
Pl a çon s nous d a ns l a situ ation physique simple d'une parti-
cule libr e , c ' e st- à -dir e a nimé e d ' une ce rt a ine vit e sse et d'une 
énergie E. 
L' e xpéri e nc e d e diffr a ction d e s é l ect rons nous montre qu'à 
cett e p a rticul 8 e st a ssoci ée un e ondo pl a ne, comme d a ns le cas 
d e s r a yons X, 
On p e ut donc écrira 
u (xyzt) 
ft fi' -+ Or = k 
LE fî w 
i ~XX+ 
e 
k y + k z y z -wtJ 
-+ 
rit p = 1Î do nc 
lw E = 
-ti 
il vient donc 
i [ 
u (xyzt) = 
~ p X+ p y+ p z - Et] 
e X y Z 
On vérifie aisément qu e la rel a tion suivante est correct e . 
·tî .au 
i ax 





C'était précisément c e qu e · nous recherchions. 




Pa r an a logi e on obti e nt l e s op é r a t e urs a s so ci é s à 





On a ssoci e r a don c à l' é ne rgi e E 
~ 
E u 
l' o pér a t e ur 
et 

















Ces 4 opér a t o urs r e prés e nt e nt donc les me sur e s correspondan-
tes. ce postul a t n' a pa s enc or a été mis e n d é f a ut. 
Pour un dév e loppem e nt plus compl e t sur c e s notions d ' opéra-
teurs nous r en voyons à l'App e ndic e I. 
5. L'équ a tion d e Schro e din ge r. 
En méc a niqu e cl a ssiqu e l'én e r g i e d'un e p a rticul e ou d'un sys-
tème de p a rticul e s p e ut s e d é crir e p a r l a r e l a tion 
T + V = E T e s t l'én e rgi e cinétique. 
V l ' énergi e p o t e nti e lle. 
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La fonction T + V (xyz) s' a pp e ll e l'Ham :.ltoni e n du systèm e . 
H "' T + V = E 
Pour un e p a rticul e d'impulsio n p x py P
2 
on a ur a : 
e t d e ma ss e m 
2 
H = + ~ 2 m + + V(xy z ) 
Re mpl a çons a rbitr a irem e nt l es Bra nd e urs 
par l e s op é rat e urs q u i l e s r e prés en t ent, on aur a 
H 




i a t 
e t E 
Appliquons cet opér a t e ur è un e fonction u (xyzt) e t on ob-
ti e n t l'équ a tio n d e Sc hro e din ge r dépe nda nt du te mps . 
_,,2 
2m 'i/
2 u + V u -1, au i a t 
( 3) 
dont l e s s o lutions u (xyz t ) 
évolution d a ns le temp s . 
représ e nt e nt l o s systèmes et leur 
Nou s a llons d é riv er ma int e nan t l' é qu a tion (1) è pa rtir de l'é-
qu a tion (3) . 
Suppos o ns q u'un sy s t è me soi t da n s un é t a t st a tionn a ire, 
c'est~è-dir e un é tat d'én e rgi e c on s t a nt e E. C' e st l e cas par 
e x emp l e d 'un él e ctro n fixé d a ns un a t ome è l'ét a t norm a l . Dans ce 
Cô s un e me sur e d e l'én e rgi e d e c et é l e ctr o n doit donner comm e ré-
sult a t l a v a l e ur fix e E. 
mali sm0 
Exprim on s ce l a d a ns notr e nouv e au for-
(xyzt) E u (xyzt) 
..___; 
me sur e r és ult a t 
9 
La solution de cette équation est immédiate 
E 
u (xyzt) - i if t = u (xyz) e ' 
Portons cette solution dans l'équation (3) et on obtient 
-fi2 2m 'i/ 2 u (xyz) + V u (xyz) = E u (xyz) 
c'est-à-dire l'équation (1). 
Cette équation décrira donc des états gt~~¼~QQ~!t~g• 
La plupart des problèmes physiques et physico-chimiques rela-
tifs au monde microscopique se ramènent à la résolution de cette 
équation. Certains problèmes peuvent être résolus formellement, 
la plupart cependant nécessiteront l'emploi de solùtions numéri-
ques et l'usage d'ordinateurs, 
En physique nucléaire on connait généralement la donnée nu-
mérique E qui est obtenue à partir d'expériences, on tente alors 
d'en déduire V. 
En chimie quantique ou en physique atomique on connaît géné-
ralement V de manière assez correcte et on tente de déterminer 
E lorsque l'expérience ne peut être réalisée. 
Dans les deux cas on obtient également la fonction d'onde 
u (xyz) ce qui permet d'interpréter le résultet d'autres expé-
riences que des mesures d'énergie. 
6. Le moment cinétique et les opérateurs associés. 
a) Le moment cinétique. 
Après l'énergie et la quantité de mouvement, il nous reste 
à découvrir l'opérateur associé au moment cinétique, 
Nous pourrons ainsi caractérisércomplètement un système. 
Le moment cinétique est un vecteur ! défini par 
➔ ➔ -+ 
R, = r X p 
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Se s c ompos a nt e s sur 3 ax e s pe r pe ndiculair e s x y et z s'ex-
priment donc pa r 
R, = y Pz z py X 
.9, = z px X Pz y 
2 = X py y px z 
Re mpl a çons nos g r a ndeurs pa r l e s opérat e urs co nv e na bles . 
fÎ a 
_a_J L = (y dz z X i a y 
-t{ a 
~ ) I, y = (z dx X i a z 
Lz 
1Î a L J = i (x a Y y cl X 
Le carré d e l a lon g ueur du v e ct e ur L s ' écrit 
= 
Son e xpr es sion es t tr è s c c mpliqu ée d a ns l e syst è me (xyz). 
Par contre si nous l' e xprimons e n c oo rdonné e s sph é riques par la 
t r a nsforma tion (fig . 1) 
r 
X = r sin 0 cos 'f 
1(1t 9 't') y = r sin 0 sin 'e 
,~ 




' ....___,,, r r,,1 




On obtient une expression bien connue. 
2 
= 
1 a a {sine ae (sin 8 aë) 
Nous avons en effet rencontré précédemment l'opérateur qui fi-
gure entre les crochets de cette expression; c'est l'opérateur de 
Laplace L, il représente donc le carré du moment cinétique. 
On peut écrire = 1,2 
Recherchons les fonctioni propres ~ et les valeurs propres 
a du carré du moment cinétique 
r,.2 '!' = a '!' 
Comme L 2 dépend de e et f les fonctions '!' en dépendront 
également 
l.r 2 't' ( 't' 't) = a 't' ( '!' 'el 
et on a l'équation 
L, '!' = 
Nous connaissons bien cette équation, nous l'avons rencontrée 
à ·1'occasion de la vibration d'un milieu à symétrie sphérique. 
Ses solutions dépendent de 2 nombres quantiques t et m 
et ell-é; peuvent prendre deux formes différentes. 
'!' = 
R. • m 
= o. 1 , 2 
= - R, • 
• • • I o. 1 , 2 ••• 
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ou IJI = {sin mm!} Pm (cos 8) i, m cos ~ i 
Nous v e rrons plus loin la différ o nc e physiqu e entr e ces deux 
typ e s d e solutions . 
Pour chacune d' o ll o s c o p e ndant on a 
LIJI =-t(t+1Jq, 
t,m t, m 
c'est-à-dir G qu e l a valeur propr e d e L e st -t (i + 1) 
et par conséquont 
-t (t + 1) 
l..___a __ =_i.._____c;_t _+_1 _) _tr_2_~I 
La mesure du carré du moment cinétiqu e est guantifiée par le 
nombre quantiqu e t et on dira que la mesure de L donne comm e 
rêsultats 
✓ t (t+1) t'i t = 0, 1 , 2 
Ce résultat e st bi e n vérifi é en pratiqu e . 
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b) La projection du moment cinétique. 
Nous connaissons la longueur du vect eu r, il nous reste à 
rechercher sa proj e ction sur un axe. 






On peut donc sG proposer de mesurer 
r, . '!' = a '!' 
z 




a i '!' 
1i 
L. il suffit d'écrire 
z 
On obtient comme solutions de cette équation différentielle 
'!' = i m t' 8 
m est un nombr e entier pour des raisons physiques (v. cours 
Phys. Théor.). 
En portant ces solutions dans (4) on o btient 
a i 
= i m 1Î 
On a donc a = m il 
L. 't' = mfi If' 
z 
Les résultats d'une mesure de la composant e de L sur oz, 
c'est-à-dire L sera toujours m ~ (un nombre entier de fois 
z 
~). Ce résultat se retrouv e toujours dans les mesures physiques 
et c'est là la justification de ce qui précède, 
1 4 
Remarque. 
1 ) Les fonctions propr e s li' = t,m 
imcj> 
e sont éga-
lem e nt fonctions propres d e ~z' on le vérifie immédiatement. 
On peut donc mesur e r simultanément i 2 




Ces fonctions sont des fonctions propres du moment cinétique 
e t de sa composant e sur ~Q axe qu e nous a vons appelé oz. 
Il est inutil e de r e f a ir e le calcul pour Ox et Oz. On 
n'aboutirait pas à un r é sultet semblabl e , Il est impossible de 
mesurer simultanément L2 , L , L e t L . 
X y Z 
La raison e st la suivante : 
= 0 mais [L 2 L.x] 1 O et [L 2 , L-y] I 0 
(v. Appendice 1). 
On représente schématiquomeht c e tte situation par les des-
sins de la fig. 2 exécutés pour le cas où t = 2. 
D'autre part on peut également représenter les fonctions pro-
pres de l'opérateur L correspondant au nombre quantique R, = 2 
par le tableau suivant dans lequel : 
Ytm ( e <I>) 
i m cj> P 1ml (case) = e t 
2 v2.-2 
-2 icj> 2 (cos 8) m = - = e p2 
1 v2,-1 
- icj> 1 (cos e) m = - = e P2 
t = 2 m = 0 v2,o = Po (cos e ) 2 
m = 1 y 2, 1 = 
icj> p1 (cos e ) e 2 
2 v2.2 
2 icj> p2 (cos e ) m = = e 2 
1 5 
On a donc 
1ici+1) = ✓s = 2,4s 
Le premier dessin re-
présente le moment an-
gulaire et ses projec-
tions : 
-2 -1 , 0 1 2. 
Nous avons dessiné le 
cas où m = 2. 
Comme L et L ne 
X y 
sont pas mesurables, 
tout ce qu'on peut af-
firm e r c'est que L 
e s t s u r u n c ô n e .: 
Pour des raisons de 
simplicité on repré-
sente souvent cette 
situation par le se-
cond dessin de la 
fig. 2. 
7. Les principes d'incertitude de Heisenberg. 
Lorsque 2 grandeurs sont représentées par des opérateurs qui 
ne commutent pas, elles ne sont pas mesurables simultanément avec 
précision. 
1 6 
Pour certains couples de grandeurs qui sont dans ce cas il 
existe cependant des relations qui relient les incertitudes sur 
l'observation de ces grandeurs. L'impulsion et la position sont 
dans ce cas, on a en effet 
tx tip = l'i 
X 
tiy ôp = l'i y 
62 ôp = l'i 
z 
L'énergie et le temps sont aussi dans ce cas, on a en effet 
tiE . ti t = l'i 
Ces relations ont été démontrées autre part (v. Cours Phys. 
Théor.), elles limitent la précision que l'on peut attendre d'une 
expérience mais rendent moins sévère la restriction imposée par la 
non commutation des opérateurs . 
Exemple.- Un état atomique est caractérisé par un temps de vie de 
-6 10 sec, avec quelle précision son énergie estLelle déterminée? 
6t 
6E = 




1 □- 27 erg sec 
= 1 □ -6 
-21 10 erg. 
sec 
- Une particule libre .possède une énergie parfaitement con-
nue, . màntrer que sa position est complètement indéterminée? 
Soit E 
sion p 
l'énergie de la particule, on connait donc son impul-
p ✓2 m E 
p s è't a cfri c parfaitement connue ti p = 
Orientons l'axe des X suivant l'impulsion 




-+ p , on aura 
1 7 
La fonction d'onde associée à une particule est une onde plane 
qui s'écrit 
'I' = 
i ( k X - wt) 
X 
e avec k 
X 
k y = 0 k z = 0 
cette fonction n'est pas normée car la norme serait infinie. 
La probabilité de trouver la particule en un point est proportion-
nelle à 
Or = 1 , cette probabilité est donc indépendante 
de x, la particule a la même c chance de se trouver partout dans 
l'espace. L'incertitude sur la position est donc infinie. C'est 
ce qu'on retrouve par le principe d'Heisemberg 
ÔX • ôp 
X 
= l'i 
Comme ôp = 
X 
0 on obtient ÔX = 00 
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CHAPITRE Il 
Quelques systèmes simples 
Dans ce chapitre nous traiterons quelques situations physiques 
simples, il s'agira de problèmes qui peuvent se ramener au problè-
me d'une seule particule. 
En mécanique classique nous avons montré que le problème de 
2 particules dont l'interaction mutuelle ne dépend que de la dis-
tance qui les sépare, peut se ramener à celui d'une seule particu-
le de masse égale à leur masse réduite; cette particule unique est 
situé à une distance du centre égale à celle qui sépare les deux 
particules initiales. Cette particularité se transpose davienf 
problème à la mécanique ondulatoire et nous comptons l'utiliser. 
1. La vibration des molécules diatomiques. 
Considérons une molécule diatomique, telle que CO. 
.. 
On peut se la représenter 
comme deux masses en inter-
action mutuelle, l'expé-
rience montre que les molé-
cules diatomiques ont une 
interdistance constante a 
qui est de l'ordre de 
l'Angstrëm. On imagine que 
les molécules vibrent au-
tour de leur position d'é-
quilibre. Qu'en est-il ré-
ellement ? 
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Supposons que la force qui maintient les masses à cette dis-
tance constante a soit proportionnelle à l'écart qui les sé-
pare (c'est uns force de rapp e l). 
Ce problèm e est analo g ue à c e lui de l'oscillateur harmonique 
dont la masse serait 
µ = 
qui est l' e xpression d e l a ma ss e r é duit e . 
Appelons x l'écart à la position d ' équilibre. 
On aura F - k x 




L'équation de Schroedin ge r qui décrit c e tt e particul e s'écrit 
- l'i2 'i/2 u 
2µ 
+ 
k x 2 




= E u 
c'est une équation diff é r e n t iell e à co e ffici e nts non constants. 
La forme d e c e tte équation est 
L u = E u 
c' e st donc un e équation aux val e urs propr e s, de plus L est her-
mitiqu e , c e s valeurs sont r ée ll e s e t les fonctions propres sont 
orthogonal e s (v . Appendic e 3). Le s solutions cependant n'existent 
que pour c e rtain e s val e urs d e E donné e s par 
E 
n 
dans êette e xpr e ssion 
(n + .!.) tî w 
2 
n e st un nombrë e ntier positif 
n D, 1, 2, 3 , 
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a) L'énergie n'est donc pas quelconque, elle est guantifiée et 










-t-,Pt-. _____ ,.._._ E ~ 
t ➔ -----
' hW 
-+-t-" __ [1. 
I\W 
1 
.l ...... ------Eo 





1 [ ={n+f) hw i 
Tl l 
\~~ ~ 1 
i 
Elles sont r~gulièrement e spacées et cieux val eurLl vo!s1nes 
diffèrent de l'i w (fig, 4). Par analogie avec l'oscillateur har-
mon~que on dit que la molécule ti~[~ bien qu'en fait on ne con-
naisse rien de son mouvement. 
b) Intéressons nous aux fonctions d'ondes u. A chaque valeur 
propre de l'énergie E correspond une seule fonction propre u • 
n n 
Pour la simplicité de l'écriture on a pris l'habitude d'ef-
fectuer le changement d'échelle défini par 
l; = ·~ µ w X 
l'i 
On a alors le tableau suivant des énergies et des fonctions 
d'ondes (,:) 
(,:) Un tableau plus complet de ces fonctions d'ondes peut se trou-




0 E = 
0 
1 E1 = 
2 E2 = 













N -t;2/2 u = e 2 0 0 u 
0 
2 N1 E; 
- t; 2/2 2 
u1 = e u1 
u2 = N2 (4t;
2
-2)e-E; 2 / 2 u~ 




- E; 2 
0 
4 N2 E; 2 
- E; 2 
= e 1 
N2 - E; 2 
= (4E; 2 -2) 2e 2 
A la figure 5 nous avons représenté l e s fonctions 2 u • c'est-
à-dire les densités de probabilité de présence des 2 atomes dans 
les états quantiques correspondant à n = 0, n = 1 et n = 2 
Application. - Interpréter les figures précédentes. 
Montrer que si n e st grand on retrouve la méca-
nique classiqu e (principe de correspondance). 
- Vérifier que les fonctions u sont de parité 
n 





Les molécules diatomiques peuv e nt posséder des états dit de 
vibration. Ce sont d e s éta ts d'énergie régulièrement es pacés et 
séparés par la val e ur constante d'un quantum Kw et provennnt 
de transitions entre états voisins différents; en pratique cepen-
dant la loi de Hookes e st mal vérif iée et des potentiels plus 
compliqués sont nécessaires pour expliquer les spectres observés. 
En plus de l'application aux molécules diatomiq ue s l e problè-
me de l'oscillateur harmonique a d'importantes applications pra-
tiques et théoriques en mécanique ondulatoire et en physiqu e nu-
cléaire. 
2. La rotation des molécul e s diatomiques. 
Reprenons le cas de la molécule précédente et imaginons qu e 
les deux masses soient rigidement liées. L'interdistance restera 
donc constante et égale 
0 
à a , le seul mouvement 
possibl e classiquement est 
donc une rotation de ce 
système. Ce système est 
encore équivalent à une 
masse µ située à une 
distance a de l'origine 
(fig. 6). Ecrivons l'é-
quation de Schroedinger 
d'un tel système 
= E u 
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Résolvons ce problème dans le système d e coordonnée ( r 0 cj>) 
en remarquant que la variable r est cette fois constante r • a. 
e t que les dérivées par rapport à r sont nulles. 
- r; 2 [d 2 u 2 du 1 1 
2µ ëïr7 + r dr + r7 Ls.,i ne ~( sin0 ~) él0 él0 = E u 
L 
dont il reste, pour r = a 
-
t,2 
2µâ"2"L u = E u 
- 2µ a2 L u = rF E u 
Dr nous savons que cette équation n'admet de solution que 
pour des valeurs propres telles que 
Lu = - i(i + 1) u 
et donc 2µ a
2 
r;2 E R.(i + 1) 
c'est-à-dire que E dépend du nombr e quantique i. 
i(i+1J 
Remarquons le terme µa 2 e st le moment d'inertie Ide cette mo-
lécule. 
1) L'énergie de la molécule est donc guantifiée. On a des niveaux 
---=------
dit de rotation et dont la séquenc e est la suivante 
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n = 0 E = 0 0 
l'i2 i~ a -; ~ ~-J ~~ 1 E1 ., n = = I E =t(r+1) _l'L. 3 fi2 '-
·I n = 2 E2 = l..-:l,-···-- t I 
r-· 
l'i 2 t . ~~ f~~;f 3 E3 6 r- s!. n = = -I- c--~ tfJ 'l . ! I ; . ~ .. ,.! ,~ 
Cette fois les niveaux n e sont plus régulièrement espacés. 
2) Les fonctions d ' onde ne sont autres qu e l o s fonctions Y :à une tm 
valeur de R. correspondent donc tout e s les fonctions Y n • 
x- • m 
il y 
en a (2 R.+1) qui sont : 
A une val e ur propr e déterminée do l'én~rgie correspondent donc 
(2 R. + 1) états différents. On dit qu'une telle valeur propre est 
dégénérée. On aura donc le tableau suivant 
1"\: -J, --i- 0 ...... 2. 
, .. ,. 
-~J.-2. _"i-1.,-i 
-- 'f .1,0 _YJ.1.- _.Ys~ 
e- i.. ~':/~-1 -- Y:1 o _Y-:i.~ 
f. • 0 
-~ :loo 
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Exercice. La mol é cul e d'hydrogène H2 e st caractérisée par une 
interdistance d e 0,85 10- 10 m. et l a masse d e chaque noyau d'hy-
-27 drogène est de 1,67 10 Kgr, c a lculer les niveaux d'énergie de 
rotation de cette molécule. 
3. Mouvem e nt général d'une molécule di at omique, - Approximation 
adi a oatique. 
Dans ce qui précède nous avons envis a gé indépendamment les mouve-
ments de vibration e t de rotation. Comm e nt résoudre l'ensemble des 
deux problèmes? L'hamiltoni e n total est la somme des 2 hamiltoniens 
il> = il>vibr. + ~rot 
L'équation de Schroedinger s'écrit Hi/> = Ei/> 
et la fonction d'onde totale il> sera supposée être 
le produit des fonctions d'ondes de rotation et de vibration. Cette 
hypothèse est en fait une hypothèse d'indépendance des deux mouve-
ments car si 
il> = il>vibr. il>rot. 
on en déduit que la probabilité est le produit des probabilités de 
chacun d e s mouvements pris séparément. C'est l'hypothèse adiabatique, 
elle s'applique notamment lorsque deux mouvements sont de vitesses 
très différentes. 
H 1/>r = E 1/>r r r 
multiplions r e sp e ctivement par il> r e t il>v e t additionnons on obtient 
H 1jJ = (E + E ) 1jJ 
V r 
et par conséqu e nt E = E + E 
V r 
Utilisant les expressions des sections précédent es pour 
on trouve : 
,.. 
E = c n + ll l'i w + 2 R,(R, + 1) 
L'én e rgi e dépend des 2 nombres qu a ntiqu es n et R.. 
E et 
V 
Comm e en général l e s énergies E 
V 
sont très distantes par 
rapport aux énergies E le s pe ctre résultant sera formé de ban-
r 
des rotationn el les construit e s sur une séri e vibrationnelle 
(fig. 8). 
Une théorie tenant compte simultanément des deux mo11vements 
donne des résult a ts assez proches d e c e ux qu e nous avons obtenus 




4. L'atome d'hydrogène et les hydrogénoides. 
Le système de 2 corps le plus célèbr e est certainement l'ato-
me d'hydrogène, Il est composé d'un p r o ton et d'un électron qui 
forment un ensemble lié qui est donc d' én e rgie négative (fig, 9). 
Pour les hydrogénoîdesr 
Depuis l e début du siècle on savait 
que ce système ne pouvait exister 
que d a ns certains éta~s d'Bnergie 
quantifiés. On connaissait même la 
formule empirique de Balmer qui don-






R = 2R°7 .. 
- R 
ïi7 
2,178 1 □- 11 ergs 
formés d'un noyau de nombre atomi-
qt).3 Z et d'un électron,_ -:&1 formule d ovient 
E "' 
n 
- R Z 2 
-;,r 
Le gr a nd mérit e de la mécaniqu e ondulatoire est d'avoir dès 
ses débuts r e ndu compte d e c e tt e formul e empirique. 










elle est vo isin e de la masse d e l'électron car m a 18 70 m , 
P e 
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L'int e r a cti o n des deu x corps es t décrite par le potentiel 
ooulombisn. 
c'sst-à-dirs 
- e 2 - Z e 2 V(r) • --- pour ·1 1 hydr. et V(r) a 4nr r 4TIE r 
0 0 
p•ur las hydr ogé no id es . 
L'équ at i o n de Schrondinger s'écrit pou r l'hydrogénoi de 
- v2 - -- ljJ • EljJ (- n2 z e4 ) 2µ 4TIEr nous supp ose rons E < 0 
o · 





On pe ut sé par e r l e s v a ri a bl e s e n posant 
r 2 
R 
Z 2 ) ( E + - 8- ·•·) R 
4TIE r 
0 
Le s 2 me mbr e s sont égau x à un e constante 
E 1/J 
, = R(r) Y( e~ J 
~ [ L) y 
- À, 
On o bti e nt do nc d e ux é quati o ns différentielles. 
2 dR 
r - dr + [ 
2 µ E + 
~ 
~ (L) Y + À = 0 
2 µ Z e 2 
F~r+ 
0 
¼) R c 0 ( 1 ) 
La première é quati o n régit le c ompor tem e nt radial de la fonc-
ti o n d'onde, t and is que l a second e v a dé termin e r le comportement 
a ngul a ir e . 
- Com p ort ement ang ul a ir e et mom e nt cinétique . 
L'équ a ti o n (2) s 'écrit 
[L] Y = - À Y 
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équation dont nous connaissons bien les solutions~ (voir psgee 
11 et 1·2 z ce sont les harmoniques sphériques Y~(BI), Ce cbmporte-
m~nt était prévisible, nous a v o ns vu qu'un système de deux corps 
possé da it un moment cinétiqu e quantifi é . l'at ome d'hydrogèhe n'é-
chappe pas à c e tte règl e . 
En résum é o n a do nc 
"' Y O ( 61 ) 
.., , m 
- Comportement ra d ial, 
L'équati o n (2) nous a appris qu e 
cette valeur dans (1) 
À• t (t + 1), portons 
+ 2 dR + 
r dr [
2 µE • ~ ~ _ i(~+1)]R = D ~ t1- 4rre: r r2 
0 
c 'est l'équation radiale, On voit que la c on stante À a donné un 
terme qui s'est introduit dans le crochet, ce crochet s'interprête 
aisément car il s'écrit 
il contient 
pour cett e 
t (t + 1) 11 2 ] 
2µ r 2 
rl' énergie totale E 
Z e 2 
r 
1
l' é n e rgie po tentiell e 
l' é nerg i e d e rot a ti o n i.( i.+1 Jri
2 
2µr2 (v oir rotateur rigide}, 
rais o n o n a pp e ll e l e t e rm e rZ 
t(t+1) l e t e rme centrifuge 
car classiqu e me nt il produirait un e force c e ntrifug e due à la rota-
tian. 
Ce tt e é quati o n n' ad me t de soluti o ns p hysiquem e nt a cceptabl es 
qu e si le paramètre enc o r e inc on nu E pren d do s v aleurs quanti-
fié e s 
E C n entier e t t < n 
n 
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po s o ns = R 
R z2 
~ 
c' es t la formule de Balm e r 
C' es t l è la p r em ièr e g r a nde vi ctoi~e de l a méc a niqu e o ndula-
t o ir e . 
Les f onc ti ons p r op r e s R(r) son t les po lynôm e s de Lag u e rr e 
a ss oc i é s multipliés p a r un e expo n e ntiell e . 
Les ét a t s d ' énergi e v o nt e n cr o iss a nt l o rsque n a ugm e nte. 
E = - R z2 1 E "' -2 
R Z 2 
4 
R z3 
E 3 = - 9 
Lo rsq u e n tend v e rs l'infin i E t e nd v e rs z é r o (fig . 10). 
n 
Ea E., ___ _ 







Da ns l e c a s de l'at o me d 'hy d r ogène 
Z = 1 e t E 1 = - 13,6 e .v . 
L'én e r gie néces s a ire pour sépareT 
l' é l e ctro n du p r o ton dans cet at o -
me do l' é t a t fondamental est donc 
13,6 e .v. ( énergie d ' ionisation) . 
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- Fonctions d 'ond es compl è tes. 
La solution générale dépend final eme nt d e 3 nombres quantiques 
n, t e t m, o n l' é crir a 1/J ntm · 
Re spect a nt les conventions sur n, t e t m on a les possibi-
lités suivantes 
n .. 1 
n "' 2 
n • 3 
etc ••• 
t = 0 1P 
100 
r .. 0 
[. .. 1 m = -1,0,1 
1P 
200 
1: 21 -1 
1il 210 l 1/J 2, 1 
t = 0 m = 0 
~} 300 
'1, =1 mc-1,0,1 r 31 -1 1P 3·10 
1P 3 11 
1
1/J 32 -2 
1
' 32 --1 
'1, = 2 m• -2,-1,0,1,2 ljJ 3 20 . li/) 3 21 l/J 322 
Ces foncti o ns s'écrivent : 
é tats E = - R z2 1 
états 
}états p E .. R z2 ---2 4 
état s 1 
états p 
1 -R Z2 E = 3 9 
états d 





c' es t -à -dir e que 
• 
a "' 0 , 53 A 
0 
a appa r a ît u n p o u co mm e l' un it é na t u r 0 ll e de l' atome d 'hy d r o g é noid e 
0 
on trouve 3 
( I) 























- --2 a 
0 
Le s co e ffici e nt s qui a pp a r a i s s e nt da ns c e s fonctions sont dus 
à l a no rm e . Il f a ud r a e n e ff e t qu e ~ r e pr é s e nt e une d e nsit é de 
prob a bilit é c' e st-à-dir e q ue 
f 2 n1 ,,, 12 r 2 · e d e d d 1 't' sin r ~ = 
r= o S =o <Jl =o 
l e s é t a ts s ( t =o ) d e l' a tom e d 'hydrogène - Orbitales s. 
s on a t .. m = o or est cons-Po ur l e s é tats 
t an t pour t = m = o, dans ce cas les fonctions d'ondes s'écri-
v e nt ( à l a norm e pr è s) 
= R ( r ) (voir formul e s I) 
no 
e 11 es s o r>t• in dépe nd an t e s de 8 e t t e ll e s son t d o n c à symétrie 
s~h é riqu e , ce son t l es or b i ta l es s. 
Le s den s it és de p ro bab ilit é s ~ 2 r e pr é s e nt e nt pour chaqu e 
ca s l a de nsit é de prob ab ilit é de trouv e r l' é l ect r o n a utour du noyau . 
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Nous allons é crire les densités d e s 2 pr e miers états s pour l'a-
tome d'hydrogène ( Z = 1 ) 
pour 
1° Orbitale 






a a 0,53 A 
0 
C'est un e e xpon e nti e lle décroissante, l a densité est maximum 
r = o c'est-à-dir e à l ' e ndro i t du noyau. On représente la 
densité de prés e nc e pa r un nua ge en r enda nt plus obscur e s les ré-
gions de haut e densité . Ca ns l e cas d e l'orbital e 1 s l e nuage 
est d e nse au centre et s ' a tténue rapid eme nt lorsqu'on s'en écarte 
(essaim d'ab e ill es ). C'est l'orbit a l e ~ 1 s . 
1.S 
2° Orbitale 2 S, 
n • 2 
I , .:- .. 
iµ2 
200 = 






C'est le produit d'une exponenti e lle pa r un e fonction parabo -
lique qui s'annule en r = 2a 
0 
Le produit est une fonction maximum à l'origine, quidécroît 
• 
e t r = 2 a 
0 
s'annule e n = 1,06 A, o nsuit e l a fonction croit 
l égè rement e t finit par décroître r a pidem e nt. 
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Le nu age a ·la forme du nuage précéd e nt mais il est ent our é 
d'un e couch e exté rieur e , c ' est l'orbital e ,1, 
"'2 s (fig. 11). 
3 ° Les orbitales p. 
Lo rsqu e 2 e st diff é rent de zé r o nous avons vu 
irn <I> peut choisir des fonctions cp ( <I> ) te ll e s qu e e et 
que l' o n 
-i m<I> 
e 
e t m est alors un nombr e qua ntiqu e qui mesu r e l a composant e du 
moment cinétiqu e sur Oz 
Lz = m Il 
On peut également chois ir l e s fonctions cos m <I> e t sin m <I> 
ma i s alors on ne peut plus mes ur e r L z, dans cacas plusieurs di-
rect i o n s privi lêgi~ ; s ds 1'as p3ce vont se dessiner e t ces direc-
tions v ont apparaitre dans l es liai so ns e ntr e atomes, c'est pour-
quoi ·1es chimistes emp l oient ces fonctions, on les appe ll e r a l es 
o rbital es p . 
Pour 2 = 1 il y a 2 possibilités po ur m : 
Les fonctions 
c'est-à-dire : 
<I> (C:, ) d eviennent c os O <P , cos <P , 
c os</>, 1 sin cp 
On aura donc l es f onctions 1jJ s uiv antes 2. 1. m 
m "' 0 e t 
sin O <P , 
1 • 
sin <jJ 
1/J2 = R2 pl cos cp 8 t R2 pl sin cp 1 1 1 1 1 m 
l/J2 = R2 Po 1 0 1 1 
Zr 
- 2a o r R2 1 - -r e 0 
est la f o ncti o n radiale (f o r mu l e I) c'est le produit d'un e parabole 
par une exponentielle, e ll e s ' annul e à l'origin e e t p ré se nte un ma-
ximum en r = 2 a • 
0 
Le nu age e st donc d'intensit é nulle à l'origin e , il va en 
s ' épaississe.nt a vec un maximum à un e distance 
nous r e ste à 6tudior sa dépendance angu l a ir e . 
2 a 
0 
du n o yau. Il 
.\ 
Orbital e p • 
z 
iµ 2 1 0 
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( c o s 6) 
Ce tte f o ncti o n présente un maximum l o rsqu e El .. o 
c' e st-à-dir e l e l o ng d s l'ax e Oz e ll e e st null e po ur 
c'est-à-dire d a ns l e pl a n X O Y. 
et 8 D 'JT 
8 .. 90° 
Le d e ssin montr e qu e l e nuag e e st n e ttom e nt centré sur l'axe 
Oz d ' o ù l e n o m d' o rbitale 









cos 2 8 
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Orbital e e t p • 
\ 
~ 2 1 m peut prendre d e ux aspec t s. 
~2 p y .. p l s in q, = 1 
~ 2 
= r fJ 
Cette densité e st maximum pour 
8 = 
1T 




sin e sin <P 
0 
sin 2 G s in 2 <t> 
1T 
2 et 3-..'!!. 2 
c'est-à-dira l e l o ng d e l'ax e Dy. C' e st l' o rbital e p . y 
De mGme 




sin 2 e cos24 
Cett e densité est maximum l e long dG l' axe Ox. 
bita le p~. 
C'est l'or-
Ces tr o i s o rbitales sont physiquement éq uiv a l e nt e s, par un e 
sim p le r otatio n da n/2 a ut ou r d e l'axe Ox l'orbitale d e -
vi ent l'axe Oz n ' est p lus privilégié, il y a 3 directions 
é quival e nt e s Ox, Dy, Oz. 
Résumé, 
L 'at o me d ' hydr ogèn 8 po ssède d e s é tats d'éne r g i e quant ifiés 
et l' énergi 3 ne dépend qu e du no mbr e qua ntiqu e ~- En spectrosco -
pie atom iqu e o n cl a ss e l e s états su iv an t l e s v ale urs de t e t d e 
m. En théorie d e l a liaison chimiqu e on utilis e l es o rbit a les, 
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On a donc les possibilités suivantes (fig. 13). 
ê.tat, s é.t .. ts r, it t, s at.t, r 
C, o (~~ t.o t •J. 
1\,-::t, ..... 
.... ::: •$. -.:o 'llfi•-:1,, 
" s r" r~ r~ 
._ ... 
,__ _________________ .,,,_,. _________ .\-~- \~ 
On peut continuer c e tableau pour i = 2, 3 ... 
La probabilit é de trouv e r l ' él e ctron dans un élément de volu-
me dv est égal e à 1 ljJ l 2 dv c' e st-à-dire 1p 2 r 2 sine de dr d<f> . 
Densité radial e . 
La probabilité d o trouv e r un él e ctron à une distance r du 
centre e t plus exact e me nt e ntre r et 
soient e et </> est égale à 
(r + d r), quels que 
f1r f 2 1T !l/il 2 r 2 sin e de dr d <Il 
e = o <t> = o 
La densit é de probabilité corr e spondant e est la densité ra-
diale O, c'est une fonction en r 2 11p j 2 • 
Par e xempl e pour l' é tat 1 s d e l'atom e d'hydrogène 
l/i 13 ljJ 1 DO 
1 
(-1-) 3 / 2 
ria 
= = 0 
✓"ir e a 
0 
2r 
O(r) 1 f f a r2 sin e d e d <f> ., ----r 8 0 7T a _, 
0 0 </> 
4 2 -2 r/ a 0
1s 




S i on compare D(r) à iµ (r) on r ema rqu e qu e 
Ce tt e densité es t importante en 
La figur e 14 p e rmet de com parer R2 
théorie do la li a ison chimique. 
e t D da ns l'état 1 s. 
Dans l e tableau suivant nous repreno n s le s diverses densités 
radial e s. 
Orbita l e Fonction d'onde Densité radiale 
1 
_1_(_1_) 3/2 -ri Bo - 2 r/a s 4 r2 0 e -- e ✓- a a 3 1î 0 0 
r 
r 
2 s 1 [a>12 l [2 -:J 2a 1 r2[: 0 -2]' a 0 --- C 4/2,r Ba 3 
0 
_ ,: ...t ~os e r 
_L_ . [¾-) 3/2 - --2 a p r 2a 1 r2 0 
- e o sin e cos<jl as e 
4/2,r o a 321î 0 0 
sin e sinq, 
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Le t ra it e me nt pr écé d e nt 
s upposa it u ne c harge c e ntral e 
(n oyau ) e t u n e ch a rg e orbital e 
uniq ue . 
Qu ' a dvi ent -il lorsqu e plu -
s i e urs é l e ctron s sont li é s à 
u n no y a u? Le p ro b lèm e e st 
tr op c o mp l e x e p o ur po uvoir 
ê tr e tr a ité form e ll e ment, on 
de vr a ut ili se r d e s a pproxima -
ti o n s . Le mod è l e le plus sim-
p l e es t c e lui de l ' é l e ctro n 
i ndépendant, d a ns c e modèl e o n suppo se r a qu e l'él e ctro n s e compor-
t e c omm e ce lui d'un hydr ogé noid e mais b a i g n a nt d a ns l e brouil l ard 
d e s a utre s é l e ctrons (fi g . 15a), on ti e nt co mpt e d e l a ch a r ge de 
ce ux-ci e n rem p l a ç a n t l a ch a r ge du n oy a u Z pa r un pa ramètr e 
Zeff (ch a r gE:J e ff e ctiv e ), (fi g . 1 5 b ) , il e st bi e n é vid e nt qu e : 
2 e ff < z 
car l a charge c e ntral e p ositivG e st c ompe ns ée parti e l leme nt par 
la ch a rg e n égati v e des é l e ctr o ns. 
On es t a insi r a me né au c a s d ' un a tom e hydrog é noide de 
charg e ce ntr a le Ze ff. e . No us c o nn a iss o ns bi e n l e s s o lut i o ns de 
ce problèm e , l' é l e ctr o n pe ut o ccup e r d e s é tats 
1 s 2 s 2 p 
On c onstruit a l o r s le s a t ome s e n p l a ç a nt d e ux é lectr o ns 
par é tat , cette f a ç o n d e fair e à é t é induite pa r l ' e x □ érienc e , on 
=a!i= == •• ai n 
a r e ma rqué e n e ffe t qu e l e s é l e ctr o ns o ccu pe nt l e s ét a t s sy st é ma-
tiqu e me nt . Il y a a u maxi mu m de ux é l e ctr o ns pa r é t a t . No u s v e rr o ns 
plu s l o in qu e c e ci a c o nduit è 6 noncer un princip e d' e xclusi on 
( Pa uli ) e t à é me ttr e l ' hypot hè s e d ' e xi s t e nc e d'un nou vea u nombr e 
qu a ntiqu e : l e n ombr e qu a nt iq u e d û à l' ori e n ta ti o n d u spin de 
l' é l e ctron . 
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Les états seront coux d e l'hyd r o géno id e de charg e centra-
le s v aleurs d e Zeff so nt déterminé e s par des formu-
les e mpiriqu e s, o n o btient z 
eff e n af f octant z d 'un ce rtain c oef-
fici e nt établi suiv a nt des critè r e s e mpiriqu es simp l e s. 
On a do nc la success i on s uiv a nt □ : 
2 2 H(1 s ), He(1s) , Li(1s) (2 s ), 2 2 B( 1s) (2s) (2p), 
C[1 s ) 2 ( 2s ) 2 ( 2p ) 2 , e tc ..• 
Application. I o nis a ti o n de l'h é lium. 
L' a t ome d 'h é lium He se c ompc s e de d e ux é l ec tr ons 1s , 
on éc rira (1 s ) 2 , l ' é nergie de cha cu n e st do nn ée par 
= 
Or Z = 2 
= 
2 
- R 1eff 
mais Zeff 
- (1,6 9 ) 2R 
= 1 , 6 9 
Pou r e xtraire un é lectro n de l'H é lium il f a ut do nc une 
é ne rgi e d e 
- E1 = (1,69) 2 R = ( 1 , 69) 2 x 13,6 = 3 9,44 e .v. 
+ Le sec o nd électron de cet a t o me i o nis é He sera da ns un 
ét at d' é n e r g ie di ff é r e nt ca r c' e st un hydr ogé no id e pur 
E 1 = - R z
2 
E1 = - 4 x 13,6 = - 54,4 e .v. 
Il f a ut donc 54,4 e v. po ur e xtrair e l e s e c o nd électron 
de l'H é lium. Ce t t e di fficul té es t bi e n c o nnu o en ph ysiqu e des 
plasmas et des g az i o ni s é s , l ' ex tr ac ti o n successive d ' é lectr o ns d'un 
atome es t d ' a utant plus di fficil e que l' a t ome es t i o nisé. 
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Remarque sur l e concept de cha rg e effect ive. 
Lo rsqu'un problème physique prs nd une complexité telle 
qu'aucun traitement s im p le ne peut le r é soudre on t en t e de s e ra-
mener à uno situation physique très simple, bien connue et équiva-
lente à la première. On y a rriv e parfois grâce aux g randeurs ef-
fectives. 
Par e x emp le une masse m se dép l ace dans un milieu com-
plexe, mal défin i et qui oppose une cortaine résistance a u dépla-
cernent. Lo rsqu'un o forc o F est appliquée à la masse il en résulte 
une accé l é ration j mais on n'a pas 
F = m j 
Il se peut qu e dans un certain domaine de forces on a 
une relation 
F k j 
où k ost à peu près constant. 
On écrira alors 
1 F 
On a Ainsi fait e n sorte que les équations de la mécani-
que soi e nt conservées. Tout_s e gasse comme si la masse était égale 
à meff 
lable. 
(masse eff e ctive) e t comme si la loi de Newton était va-
C'est cette façon de f a ir e qui nous a conduit à remplacer 
z par Zeff" 
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C A R Ill 
L'hybridation de .... orbitales aton1iques 
1. ~eprésentation des fonctions d'ondes atomiques - dégénérescence. 
Considérons le s états 2s et 2p, ils correspondent à une 
même énergie E2 pour l'élec tron, ce son t des fon ctions propres 
dégén é rées de H correspondant à la valeur propre unique E2 : 
On a donc : 
avec t)J2 = 2s ou 2 p ou 2 p ou 2 p X y Z 
et toute c ombinaison linéaire de ces quatre fonctions est aussi 
une solution (App endice) . 
Soit a1s + b1 P + c1 p + d1 pz X y 
une combi naison linéaire, un électron peut f o rt bien occuper l'é-
tat qu'elle r eprésen t e, il faut bien ente ndu que tjJ soit normée, 
ce qu i exige 
2 2 
a + b + 1 1 = 1 
Le choix des composantes a 1 b 1 c 1 est ar bitraire en prin-
cipe , cependant on rencontr e ra dans la nature des archit e ctures 
molécu l aires à haute s ymétrie, ces s ym ét ri es proviennent dG sy~~-
tries propr e s aux atomes qui composent ces molécules et ceci per-
mettra d'établir la symétrie des fonctions d'ondes de c es atomes . 
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Il faut rapp 8 ler ici la disposition spatiale d e s orbitales 
1 s est à symétrie sphérique 
e t sont équivalent e s ma is orientées suivant 
Ü Ü El t Ü, • 
X y Z 
On pourra considérer l e s tr o is orbitales p comme des vec-
teurs orientés ➔X ➔y e t Z dont les c ombinaisons linéaires for-
me ront des orbitales hybrid e s. Pour la clart é des dessins on ne 
dessine qu'un e seule branch e des orbital e s 
par une flèche épaisse (fig. 16). 
Par ex e mple si nous voulons 
former une fonction orientée 
suivant Û , on l'obtient par 
une combinaison telle que 
1/Ju = px + py + Pz 
et on écrit 
➔ ➔ ➔ z (fig. 1Z) u = X + y + 
L'adjonction d'une compo-
sante s ne modifie pas l'o-
rientation d'un mélange car 
l'orbitale s est à symétrie 
sphérique. 
2. Hybridation 
p et orl la r e présente 
- - ~ ,,. ' 
/ ' 
I 
Dans l a nature on rencontre des composés d ' atomes possédant 
des symétries bien définies. Par exemple les atomes de carbone 
peuvent former des structures à symétrie tétraédrale, c'est le 
cas du diamant et de la molécule de méthan e où les atomes 
d'hydrogène sont aux sommets d'un tétraèdr e régulier. Il faut que 
la répartition spatiale des électrons autour du carbon e possède 
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la même symétrie, c' e st- à -dir e qu e l a même structure se reproduise 
dans les ch a ng e me nts d e coordonné e s qui superposent le tétr$dre 
à lui-mêm e . ( Group E d e sy mé tri e d' u n t é tr aèdr@l fig. 18 . 
i ' ,. 












- y qui superpos e [1 2 3 4] à 
z 
- X 
y qui superpos a [1 2 3 4] à 
- 2 
X 
- y qui superpos e [1 2 3 4 ] à 
- z 
Les matrices associées à cos r u t a ti o r.s s'écriv e nt : 












[2 1 4 3] 
[3 4 1 2] 
[4 3 2 1] 
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Considérons donc l'atome de carbon e , 
l'état n = 2 est dégénéré et les 4 électrons peuvent occuper 




d1Z u1 = + b X·> + c 1 Y + 1 
+ + + + 
d2Z u2 = a 2s 
+ b 2 X + c 2 Y + 
+ + + + 




d4Z u4 = + b 4 X + c 4 Y + 
On peut décrire ces états par les matrices (vocteurs) 




b2 b3 b4 
= = 1/J 3 = 1/!4 = 
c1 c2 c3 c4 
ld1 d2 d3 d4 
ceci nous permettra d'utiliser les conclusions de l'algèbre des 
matrices. 
Détermination des coefficients. 
a) Il faut que ces états soient normés ce qui entraine ( *) 
1/Ji . 1/J i = 1 • c'est-à-dire 
2 b~ 2 d2 1 a. + + c. + = 
1 1 1 1 
(i = 1, 2. 3, 4). 




b) Il faut qu e ces ét a ts soie nt orthogonaux ce qui e ntra ine 
= D ( i ~ j ) 
A partir de ces propriétés on v a détermin e r les 16 coefficients 
inconnus. 









+ + + 
~! ___ _ 
Orientons les axes pour que w1 pointe suivant la direction 1 
(fig. 18), il faut pour cela 
a 1 est quelconque car l'état s est invariant pour les rotations. 
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Posons a1 = a e t b 1 = c1 = d1 = b 
[ a l û s + y z b = a + b X + b + b ou e ncore lji 1 = 1 b b 
On doit pouvoir retrouv e r t2 lji3 lji4 à partir de t1 par des 
rotations spatial e s, elles n'affectent pas s et on trouvera né-
cessair e ment : 
d) Calcul de t2 

















t1 = 1 et 1jJ 1 • 1jJ 2 = 
2 1 
a = 4 
0 . 0 







t 1 = a 
t1 t2 





























et exprimons que 
1 
0 
b ' 1 = 2 
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Les fonctions sont donc 
1 ( s ) 1/J 1 = + Px + py + pz 2 
1/J 2 
1 ( s - + ) ;; - Px py Pz 2 
1/J 3 
1 ( s p ) = - - px + py -2 z 
I/J4 1 ( s - - ) = + Px py pz 2 
Leurs carrés représentent d es d en sités de probabilité dis-
posées suivant une symétrie des tétr aè dres, C'est l ' hybridation 
A partir d e cette disposition on pourra expliquer la str uc-
ture de méthane et du diamant. 
3. Hybridation 2 s p • 
Envisageons un cas moins symétrique où une liaison sera 
orientée suivant oz et trois liaisons dans le plan x y comme 
à la figure 19. 
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-u.,. 
On aura il û = 0 s + 0 x + 0 y + ! 1/J 1 = 1 ➔ ➔ ➔ 
u2 = a 2 s + b 2 Y a2 a3 
➔ 
a 3s 
➔ -+ 0 b3 
u3 = + b 3 X + c 3 Y l)J2 = 1/!3= 
➔ ➔ ➔ 
-+ c2 c3 
u4 = a 4 S + b 4 X + c 4 Y O f 0 
a4 




La figure montr e de suite qu e = - b4 = b 
= c4 = C 
Il faut de plus r e sp ec t e r l'angl e a, cel ui-ci est l'angle 
-+ -+ des 2 directions u3 e t u4 dans le pl an X y . 
On a donc : 
2 
C 




Il faut encore 1Ji2 = ljJ3 e t 1Ji3•\jJ4= 1Ji 2•'i'4=1' 
Ceci permet le c a lcul d e s coefficients . 
En particulier si a= 120° o n obti e ndra aisé ment les coeffi-
cients par des a rgum e nts de symétrie (f a ire 2 rotations de 120° 
sur 1Ji2 pour obtenir 
On obtient a lors l'hybridation trigon a l e 
1jJ 1 = Pz 
1/12 
1 ✓2 ) = s py ✓J 
1jJ 3 1 (S /5 ✓2 ) = - + - p py /3 2 X 2 
1/14 
1 (s /5 ✓2 ) = - - Px - py /3 2 2 
A partir de cett e disposition on pourra rendre compte de l'ar-
chitecture d e la molécule d'éthylène e t d e l a structure du graphi-
te (réseau hexagonal formé par iµ 2 , iµ 3 et iµ 4 ) . 
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4. Généralisation. 
Le calcul que nous avons fait pour l'hybridation 3 s p qui 
se trouve d a ns la nature, dans les composés à haute symétrie 
+ (diamant, méthane, ion NH 4 ) est pour l ' hybridation sp 2 qui se 
rencontre dans la molécule d'éthylène peuv ent être étendus à 
d'autres structures. Ainsi l'hybridation sp 3 se rencontre éga-
lement dans l 'a zote qui e ntr e e n liaison avec des atomes d'hydro-
gèn e pour constituer l'ammoniac NH 3 
édrale e t d a ns laquell e l' an gl e moy e n 
qui .a une forme tétra-
-"-HNH v a ut 107°, on en 
duira encore l e s coefficients d e s règl es d0 symétri e . 
dé-
Les orbital e s d peuvent également pa rticiper à une hybrida-
tian, il faudr a d'abord les écrire en coordonnées cartésiennes 
pour obtenir l'expression de leurs composantes sur l e s axes, elles 
sont au nombre de cinq et pe uvent donn e r d e s hybridations telles 
que s p 3 d, e tc . .. 
CHAPII RE 1 
Les '.5 ystèmes à plusieurs électrons 
1 . Le Spin de l'électron. 
a) Définiti o n.- Le spin e st un e évidence expérimentale, Placé 
dans un champ magnétique H un état d'én e rgi e E qu e l'on croyait 
uniqu e s e dédoubl e . 
= 
E + LŒ 
E - tiE 
La variati on d'énergie tiE corr es pond à l'én e rgi e d ' un dipôle 
d e moment ma gnétiqu e µ aligné suiv a nt H1 c omme la variation 
d'én e rgi e est positiv e ou négativ e , il y a urait 2 positions possi-
bl es pour ce dipôl o , l a position"up" dans l e sens de H o u la po-
sition "down" e n sens opposé. 
- D'autr e part l'él ec tr on apparaît do u é d'un moment cinétique 
propr e (intrinsèqu e ), à la manièr e d'une toupi e qui tourne a utour 
de son ax e v e rtic a l. Ce mom e nt cinétique const an t est l e ~~!Q• on 
n'observ e qu e 2 c o mpo sa nt e s d e c e mom e nt su r l'ax e oz e t elles 
n n 
sont 2 e t - 2 . 
Comm e nt r e ndr e compte de ces phénomènes? 
Comme nous l'avons vu à un moment cinétique 4 correspond la 
val e ur h , (2+1) lî et il exis t e (2 Q, +1) composant e s corr e spon-
d a nt à L . 
z 
Par analogi e nous appliquons c e pri ncip e au mome nt cinétique 
intrinsèqu e. 
Ici il n'y a qu e 2 c omposa n tes n 2 
e t - l'i 
2 
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Donc (2 .Q,+1) = 2 




c'est-à-dire qu e i est unique e t non en tier, on le not era S 
il y correspond le mom e nt cinétique 
1 1 ✓3 s = ✓-(-+1)ri = ri 2 2 2 
s2 3 ri 2 = 4 
t:1 t s ± 1 ri = 
z 2 
b) Matrices de Pauli. 
Comme précédemment nous sommes à l a recherche d'un formalisme 
qui décrira ces phénomènes. Nous cherchons un opérateur pouvant dé-
crire l'état de spin. 




et sa composante s 
z 
ne peut avoir que deux valeurs propres 
1 · 1 2 et -2· 
Afin d'éliminer le facteur 1 2 on multipliera S2 par 2, on 




Existe-t-il un opérateur tel que o
2 
qui adme tte deux val eurs 
propres + 1 
On connait 
pres f1 ) et 
(0 
1 et -1 • 
et - 1 ? [: -~} 
qui correspondent 
l a matrice (~) 
(x) Nous choisissons ri comme unité. 
qui admet deux fonctions pro-
aux d e ux valeurs propres 
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En e ff e t 
[: ~~) (:) = 1 X [~) 
et [: -~] [~] = -1 X [~] 
Les deux équations aux valeurs pr o pr e s 
s'écrire : 





+ 1 X 
= 1 X 
= 
( 1 ) 
( 2 ) 
( 1 ) et ( 2) peuvent 
0 
z 
est l'opérat eur qui r ep résent e la projection du spin sur oz 
(multiplié pa r 2) • 
+ 
X e st l a f on ~tion d' onde dit e d e spin up, 
propre est 1. 
X est la f onct ion d'ond e dite de sp in down , 
propre est -1. 
en eff e t sa valeur 
e n e ff e t sa valeur 
Notre formalisme est acceptable car il représente toute notre 
connaissance sur le spin de l'électr o n, à savoir : les seules com-
t t + 
-
~ et -~ posan es sur 07 son 2 2 
+ On écrit a u ss i a p o ur x et 8 pour x . On peut aussi 
cons e rver l a notation matricie lle 
[~] et 
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Ces êtres mathématiques sont des spinneurs, ils forment un système 
orthonormé, ce sont des fonctions pr op res du moment cinétique in-
trinsèque. 
c) Fonction d'onde de l'électron. 
On construit la fonction d'onde tot a le en multipliant la 
fonction d'onde d' e space par la foncti on propre de spin, 
= VJ X \JJ • • espace spin 
1° Electron isolé. 
Soit ur électron isolé qui se meut avec une énergie E 
sur un axe ox. 
Sa fonction d'onde se repérera par la coordonnée x mais aussi 
par la valeur propre cr de la "coord o nnée" de spin. 
variable spéciale, elle n'a que 2 v a leurs possibles 1 
suivant que la spin est up ou down. 
On écrira donc ijJ (x, cr) 
Si l'électron à son spin up 
Si l'électron à son spin down 
> 
Dans le premier cas = 
Dans le second cas 1/12 = 























Soit l 'é lectron 1 s de l'atome d'hydrogène, il dépend 
de 3 coord o nnées d'espaces et de cr, 
-+ 
aura (re~cr) que l'on note (r cr) . 
en coordonnées sphériques on 
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Alors si le spin est up 
r 
- -
1 ( 2...3.. ) 3 I 2 
IJ! 1 ✓TT a 0 
a 
r:J 0 e 




_1_(_1_ ) 3/2 






ljJ 1 - -=(~) 3 /28 0 e t 1 ou l n a 0 
Si l ' on n'a aucune connaissance sur le spin la fonction de spin 





* de sorte que X X 1 
Ou encore e n notations matricielles 
X + a 2 = 
X 
et on dira que représente la probabilit é de trouv e r dans une 
e xpérience l'électron avec le spin 2 tandis qu e a 2 me sur e la up 
probabilité d e l e trouv e r avec spin down . 
Il n'y a a ucun e chanc e d e l e trouv e r a utr eme nt . 
2 . Systèm e d e plusi e urs élec trons. 
a) Généralisation du prin c ipe . de Pauli. 
Soit un systèm e d e 2 élect rons 
Ce tt e appellation d e e t 
e t 
n' e st 
82 , 
pas un e marque d 'i-
dentité car l es électrons sont abso lu me n t é quival e nts et ~Q~~~~~~= 
g~Qè~~ pa r d e s mesures physiqu e s. 
Pour r e pér e r l' é l e ctron nous disposons d e 3 coordon-
né e s 
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dép e nd de 
fonction du système $. e lle dépend d e et 
De mêm e 
Ecrivons la 
et s'écrit donc -+ -+ $Cr 1, r 2 ). Son carré mesure la probabilité de trou-
ver et en 
-+ -+ ( r1 • r 2) • 
Livrons nous à une expérience me nt a l e e n pe rmutant et 
ce qui revient à permut e r 
$• èr 2 r 1 ). 
et La fonction d'ond e devient 
1° Au point d o vu e physiqu e l e systèm e e st inchangé. aucune expé-
rience ne po urrait me ttr e e n évidenc e une t e ll e permutation, 
En d'autr es termes l a rép a rtition électronique e st la même 
l$l 2 est inchangé 
(X) 
2° Au point de vue fonction d'onde l e systèm e doit être différent 
après permutation car autrement les deux électrons auraient in-
dividuellement la même fonction d' o nde (les mêm e s nombres quan-
tiqu e s) ce qui viol e rait le principe d e Pauli. 
Donc ( 2) 
Comment concilier ( 1 ) 
(X) 
e t ( 2) • 
Si $ es t ré e l d' a près 
d'ap rès 
donc 
(x) Si $ e st co mpl exe o n écrira 
pe rmut e e t 
( 1 ) 
( 2) 
$ = ± $' 
( 3) 
P o pérateur qui 
1 $ l 2 = P2 1 $ 1 2 p = ± 1 • 
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La fonction d'onde d'un systèmo de 2 électro ns es t donc anti-
symétrique par r a pport à l'échang e des coordonnées d 'e sp ace. On 
peut faire l e mêm e raisonnement pour l es coordonnées d e spin com-
me pour cell e s d' e sp a c e. 
Nous a+lcns illustr e r c e princip e dans l e paragraphe suivant . 
b) Equation d e Schrondinger d'un système de 2 électrons. 
Pour fix er l e s id ées considérons l 'a tom o d'Hélium, il est 
formé du noy au et de d e ux élec trons qu e nous supposerons indépen-
dants l'un de l'autre. 
Chaque électron obéit à l'éq uation. 
( -ri2; 'v 2 + V) ljJ ( ra ) = E ljJ ( r , a ) 
le premier obéit à l'équ ation 
(-~ v.2+ v1) 1/J1(r 1° 1l E11jJ1 (r1o1) = 2m -1 
l e second obéit à 
[-~ v2)1/J2(r2o2) V,2 + E21jJ2(r2o2) = 2m 2 
( 4 ) v1 
- z e2 
= 
41TE: or1 
- z 2 ( 5) v2 
e 
= 4 îT E: or2 
multiplions la première équation par I/J 2 (r 2 ) et l _a s- e-c onde par 
( 6) 
Or on r emar qu e que l e crochet du p r em i er membre e st l'h a milto-
nien H du prob l ème des deux électrons. On peut donc écrire (6) 
sous la form e 
C'est-à-dir e qu e w1w2 ost un e fonction propre de l' a tome d'Hé-
lium corr espondan t à la valeur propre ( E1 + E2). 
Sous l a restriction du début on peut donc dire qu e les états de 
l'atom e d'Héliu m peuvent s e déduir e d e c e ux des d e ux él e ctrons 
séparément par 
L'approx. Zeff vient à reMplacer 2 par 1,69 dans l e potentiel . 
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La restriction est que les fonctions ~ 1 e t ~ 2 soient décou-
plées et qu e l e s électrons puissent obé ir aux équations séparées 
(4) et (5), nou s a v o ns vu qu e l'on doit r e mplac er Z par Zeff 
pour qu e ce résult a t soit valabl e . 
- Principe d' a ntisymétri sat i on . 
La solution ~ 1~ 2 est b i e n un e solution d e l'hamiltonien du 
problèm e mais e ll e n' e st pas toujours physi qu eme nt a cc ep t a bl e 
car nous ne pouvons accepter que l e s s o~ut i o ns antisymétriqu e s. 
+ + 
Dr W12 = ~1 (r_1)~2(r2) 
➔ + 
es t solution d e (6), p e rmutons-y r 1 et r 2 
e t construisons ~ 21 ~ ~ 1 
➔ ➔ (r 2 ) w2 (r 1 ) , c'est également une solu-
tian d e (6) c a r l e s él ec trons jouent d es rôl e s identiques. 
Donc H ~ 1 2 
Et e n soustray a nt 
H [~12 - ~21) = E ( ~ 12 - ~2 1) 
C'est-à-dire qu e (~ 12 - ~ 2 1) e st éga lement une solution de 
(6), de plus e ll e est a ntisymétriqu e. On l e vérifi e immédiatement 
➔ 
car elle change d e signe si on permu t e r 1 et 
Nous a vons a insi obt e nu un e solution qui resp e cte le principe 
de Pauli : 
c) Règl e . 
Pour o bt e nir des s o lutions a ntisymétriques on f o rme des com-
bin a isons linéair es antisymétriques de produits de solutions des 
2 équations ( 4) e t ( 5) • 
On écrit d e préférenc e l a foncti o n a ntisymétrisée sous la forme 
d'un déterminant : 
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Généralisati o n , 
Un systèm e d e n électrons autour d'un noyau possède d e s états 
propres c o nstruits à partir d es états p r op r e s des é lectrons à l'ai-
de d'un détermin a nt ( d it de Slater) d e l a ma nièr e suivante : 





1/! 2 (q2) 
1/!2 (q3) 
4 coordonnées 
1/! 3 (q1) 
1/! 3 (q2) 
1/! 3 (q3) 
a .• 
l 
d) Foncti o ns d' o ndes de l' a tom e d'Hélium dans l'état f o ndamental. 
L'atome d'Hélium se compose d' un noyau de charge 2 et de 
2 électrons et 
+ L'atome He ne comprend qu'un seul électron et a déjà été 
étudié car c'est un hydrogénoide, il compr e nd donc tous les états 
de l'atome d'hydrogène mais av e c Z= 2, 
que les énergies sont à multiplier par 
c e qui r e vient à dire 
4 • 
L'état fondamental correspond à une é nergie E = - 4 R 




1 a 0 
= e avec a = 
✓na 2 
Qu'advient-il lorsque nous ajoutons un second électron? 
Ces deux électrons interagissent mutuellement et la forme de 
iµ 100 es t modifiée, à l'approxima tion d e la charge effective il 
suff ira d e re mp lacer Z par 1 ,69 au lieu d e 2 . 
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Etat fondamental. 
Dans l'état fondamental, le plus bas e n énergie, on peut loger 
deux électrons sans viol e r le princip e d e Pauli, ces d e ux élec-
trons ont l a même fonction d 'on de d' espa c e . 
+ 1 - r/a 
cp Cr)= e 
✓;-â" 
(approximati on hydrogénoide). 
La fonction d'onde + cp (r) s'écrit + cp (r1) pour 
La fonction d'ond e totale d'un électron est le produit de la fane-
+ tian d'espace iJJ 1 (r) par la fonction d e spin x(cr). 
+ 1/J = cp (r) X (cr) 
Il y a d e ux solutions différ e ntes pour 1/J 
+ 
1/J = cp (r) x (cr) 
1/J = cp (r) x (cr) 
Avec ces deux solutions on peut construire un déterminant de 
Slater d e 2 lign e s et 2 colonnes. 
= 
C'est la fonction d'ond e antisymétrique qui r e prés e nt e l'atome 
d'Hélium dans son état fondam ental. 
Ell e appar a ît comme u n produit d'une fonction d'espace .par une 
fonction de spin . 
= 1/J esp ace X 
fespat e = cfi(r~) ·· cp (r 2 ) est symétriqu e pour l'échange de r 1 et r 2 • 
+· - + + -1/Jspin = X Ccr 1 lx (cr 2 )- x (cr 1 )- x (cr 2 l x (cr 1 ) es t antisymétri-
que pour :-: l ·'échan g:e ~~ d es; variabl es de spin. 
A. 1 
A P P E N D I C .E I 
PROPRIETES DE L'EQUATIO N A u = a u 
========---
Soit A un opérateur hermitique e t 
u. 
l 
un système d e fonctions propr e s correspondant aux valeurs propres 
a. 
l 
CellBa-ci sont réelles et de plus A poss è de les propriétés 
de linéarité (Voir cours de Physique Théoriqu e ). 
Dans c e qui suit nous traitons de propriétés se rapporta nt 
à des systèmes physiques; c e ci s ' exprime mathématiquem e nt par des 
conditions frontières qui définiss e nt chaque fois le problème. 
Nous allons r e c hercher d e s propri é tés de l'é q u a t i on aux va-
l eurs propres e t l e s interprét e r physiquem e nt . 
1, L'ensemble des fonctions propres u. 
l 
de l'o p érate u r A c on st i -
tue une suit e orthogonal e e t si l'on a choisi les solutio n s de 
sorte qu e 




dv 1 ( ;: ) 
·, 
elle est orthonormée e t constitue une base de l' e space vectorie l 
d e s fo nctions 'l' admettant l e s même s conditions a u x limites q ue 
c e lles i mpos ées a ux fonctions 




(;:) Cens c e qui suit l e s intégrales sont supposées être ét e ndues à 
tout l e dom a in e physiqu e considér é . 
A. 'l. 
avec a. 
J. J u~ '!' dv 
Lorsqu e '!' est normé on a donc 
f '!'~ 'f dv 1 
ce qui e ntr a în e 
z: 1 a. 12 
J. 
1 
POSTULAT : Lorsqu'un systèm e est d a ns u n état décrit par '!', 
l a mesure représentée par A n e donn e pas un résultat cer-
a 1 • a 2 • a3 • et on tain, mais un d e s résult a ts 
obtiendr a le résult a t av e c la probabilité 
L'expérience montr e en e ff e t qu e si l'on me sure l'énergie 
du système électron proton (atome d'Hydrogène) on obti e nt toujours 
une d e s val e urs fixes E , 
0 
bien les v a leurs propres d e l'opérat e ur 
nergie 
H lJ; E '!' 
on vérifie qu e ce sont 
H qui est associé à l'é-
A.3 
2. Ceux opérateurs commutent lorsqu e 
AB = BA 
ou AB - BA 0 
ce qu e l'on écrit 
(AB)' 0 
La C.N.S. pour qu'il e n soit ainsi est qu'ils a i ent en corn-
un un systèm e complet d e fonctions propr e s. Démon trons l a condition 
nécessaire . 
Si A u. a. u. 
]. ]. ]. 
et B u. = b . u. ]. ]. ]. 
alors 
BA u. B(A u . ) = B a . u . = a. B u. = a. b. u. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. 
AB u. = A(B u . ) A b. u. b. A u. = a . b . u. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. ]. 
On a donc AB u. - BA u. 0 
]. ]. 
(AB - BA) u. 0 
]. 
par conséquent (AB) = D 
A.4 
POSTULAT. Lorsque deux mesuras sont r e présentées par des 
opérat e urs qui commut e nt, on p eu t l e s ef f e ctuer simultané-
ment. 
On peut s e représent e r e n effet que dans ce cas l'ordre 
dans l e quel on effectue l o s mesur e s n' a pas d'influenc e sur le 
résultat. La mesure de A n'aff e cte pas l e système de fonctions 
propres communes avec B et par cons é qu e nt B est e ncore mesu-
rable. 
Exemple 1.- On peut mesurer l'impulsion e t l'énergie simultanément 
car 
(p. EJ = 0 
En effet 
( p • E) l'i a h a ( l"i a h é) = X - ax ) X i ax i at i at i 
172 ( a2 a2 ) = 
--ax at a·t:ax 
Comme on p e ut pormuter l'ordre de dérivation lorsque les 
fonctions sont continu es, nous obtenons bien 
Exemple 2 . - On ne p e ut mosur e r l'impulsion et la position simulta-
nément car ( t, X ) ;' 0 
En effet 
l'i (-é) X - X L) 
i ax élx i,l 0 
On a donc Î 0 
Exempl e 3. 
On vérifi e r a it d e mêmo qu e 
(L 2, Lx) = 0 
mais que 
( L , L ) I 0 y z 
(Lx , L ) I 0 y 
( L , L ) I 0 
X z 
3. Lorsque plusieurs fonctions propres correspondent à la même va-
leur propr e on dit qu'il y a dégénérescence . 
Ainsi 
Alors p a r la linéarité 
c'est-à-dir e que la fonction 
est égal e me nt s o lution d e l'équation pour la même v a l e ur propre a 
car A \jl = a \jl 
En général si u 1 u 2 ui sont fonctions propres 
pour la valeur propre a la fonction 
= l'est également. 
Si Il' est normée on a encore 
Ela.1 2 = 1 
l. 
A.6 
Lorsqu'un système est dans un état dégénéré on peut mesurer 
la grandeur a mais l'état du système ne peut être déduit avec 
certitude de c e tte mesur e . Il faudra d e s me sures d'une autre natur e 
pour déterminer c e t état, p a r e xemple on p e ut découvrir un opéra-
teur B qui commute a vec A et mesur e r s e s v a l e urs propres b, 
l'ensembl e des 2 valeurs a e t b spécifiera l'état. 
Une application importante e st cell e d e s états d e l'atome d'h ydro-
gène correspondant à une énergi e et un mom e nt angulaire défini 
(par 
mieux 
ex. t = 1), grâce à un e me sure de L on 
z 
l'état du système (c'est-à-dire l a valeur de 
peut spécifier 
m) • 
Une a utre application est l'hybridation des orbitales ato-
miques. 
4, En calcul des probabilités on montre que la moyenne d'une série 
d'observation donnant les résultats 
a 1 , a2, a3 , a. ]. 
avec une prob abi lité 
p 1 , P2• P3, pi 
est donnée par 
a = E a. pi ( 1 ) ]. 
Supposons un système dans l'état non dégénéré , défini par 
, 
= E a . u. ( 2) 
]. ]. 
avec bi e n entendu 
A u. = a. u. (3 ) 
]. ]. ]. 
de A 
Quelle s e ra la v a leur moyenn e d e s observations de la mesure 
sur c e système ~ ? 
Nous savons qu e l e s résultats d e s me sures seront les 
avec les probabilités 
a 
p . = 
]. 
la.1 2 , a lors par 
]. 
E I a. 1 2 a . ]. ]. 
( 1 ) on a 
a . 
]. 
Or on r e marqu e que 
f 4' :;i: A 4' dv 
e t pa r ( 2 ) e t (3) o n a 
donc 
Si l a fonction 4' 
la norm e c 'e st - à- dir e qu o 
a 
A. 7 
I I a . 1 2 a . 
J. J. 
(E a . 
J. 
u . ) dv 
J. 
n'est pas normé e on a ura à divis e r par 
f ~,:i: A 4' dv 
f 4' :i: 'l' dv 
L'expr e ssion qui précède r e prés e nt e donc l a v a l e ur moyenne 
desrésultatsqu e l'o n obtiend r ait e n e ff e ct u a nt une séri e d'obsa r-
vations A sur un systèm e ph ysiqu e dans un é tat décrit par 4' 
si cela était possible. 
A.9 
A PP E N D I CE II. 
LES FONCTIONS PROPRES DE L. 
A la page 11 nous a vons r e ncontré l' é quation 
L IJ' = À i/J 
où L est l'opérat e ur d e Laplace , c' e st-à-dire que nou s devons 
résoudre l'équation 
Séparons les variables e n posant 
iµ ( 0 cp) = <I> (cp) 0( 6 ) 
il vient : 
-~ (sin 0 ~0 (sin 0 ~0J -À sin 2 0) 0 = ¾ ~:â 
Les 2 membr e s de cette équation dépendent de variables in-
dépendantes différentes e et cp , ils sont donc égaux à une cons-
tante pièsqui doit être négative (v. c o urs Phys. Théor.) : - m2 . 
Le second me mbr e conduit à l'équation 
- m2 <I> 
et m est un nombr e e nti e r positif ou négatif. 
Le pr e mi e r me mbr e conduit à l ' équation 
1 d d 0 m2 
s i n e de ( s i n 6 Cie)_ + ( " - s i n 2 · e ) 0 = 0 
Pour la résoudre on pos e z = cos e et obtient l'équation 
m2 
0 - ~) T = o 
qu e l'on résout par développement séri e (voir par exemple la ré-
fér e nce P.W. page 128). 
Cette équation n'adm e t de soluti o ns physiquem e nt accepta-
bles que 
si À= Jl ( Jl +1) où Jl e st un nombr e e ntier non négatif e t 
si I m I < Jl , c e s solutions sont l e s polynômes P 1 m1 ( cos e). 
A. 11 
A PP END I CE III 
LES POLYNOMES DE HERMITE. 
Rés o lvons l'équation 
+ 
2 E 
l'i w U = 0 
obtenu e en e ff e ctuant l a substitution 
ç = 
( 1 ) 
dans l'équation diff é r e ntiell e de l' o scillateur harmonique 
(v.p. 20). 
Pos o ns d 'a bord la solution 
u = e -ç 2 /2 f (ç) 
en portant d a ns ( 1 ) on obti e nt l' é qu at ion 
d 2 f df 
- 2ç + ~ dz; 
2E (- - 1 ) f = o 
l"iw 
( 2) 
Ess a yons un e solution e n séri e p o tentielle 
f(ç) C + C Ç 
o 1 
+ C Ç 2 + 
2 
calculons f' (ç) e t f"(ç) e t portons les dans (2), e n annulant 
les coefficients d e s puissanc e s succ e ssives d e x on obtient 
1 ( 1 ~) c2 = - C 1 • 2 l"iw 0 




(n+1) (n+2) [ 2 E) 2 - -- C n+1 n w n 
Il y a d o nc d e ux co e ffici e nts a rbitr a ir e s 









ces solutions corr es pondent respectiv emen t à des polynômes de 
degré impair e t pair. 
Remarquons qu'on obtient d e s polynômes de d e gré fini n 
en faisant 




on note c e s v a leurs E . 
n 
= 2 n+1 
Lorsqu e c e tt 0 condition n' e st pa s réalisée les solutions 
div 0rg e nt. 
Etudions e n effe t le produit 
veloppements en série : 
-1;;2/2 
e f(ç), à partir des dé -
1) les coeffici e nts de f(ç) 
2) les co effici e nts d e 
. . - .:: .. .: •, •.. •: .;. 
= E a 
n 
sont t els que lim 
n+oo 
dans la série 
2n 
1;; = E 1 
n ni 
..+ ,~~.,. • . 
· 2/2 n ( 1;; ) 
sont tels que la limite du rapport des coefficients 







sent de la même maniè r e , c ' est-à-dire 
f ( u 
2 1 
suivant une loi en 
n 
par conséquent 
-;-z- diverge . 
cL 
2 
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A PP END I CE IV. 
PERTURBATION DES NIVEAUX NON DEGENERES. 
Jusqu' à prés e nt nous a von s tr a ité l e s problèm e s qui peuvent 
s e me ttr e sous l a form e 
( 1 ) 
e t dont l a résolution éta it possibl e forme ll e ment. On a ob tenu des 
solutions 
corr e spondant à des én erg i e s : 
Eo 
0, 
0 0 E 2 • o • • • En ••••• 
Supposons mainten a nt qu'un e légère perturbation V soit 
apportée au systèm o , c' es t-à-dir e que l'hamiltonien se trouve lé-
gèrement modifié e t pr e nn e la form e 
H = Ho + W 
que nous écrirons 
H = H0 + e: H' 
ce paramètr e e: marqu e l'ordr e d e grandeur e t permettra de guid e r 
nos calculs et nos approximations (x). En raison de la continuité 
dans les problèm e s physiqu es , il est plausible d'admettre que les 
solutions d e l a nouvelle équation 
Hw = EtjJ ( 2) 
sont voisines des soluti ons d e 
la forme 
(1). On pourrait l e s écrire sous 
tjJ ~ tj; i = + E: tjJ i + l 
et 
E. = ED + E: E. + 
l i l 
Alors on obtient (1) s o us la f orm e 
+ E: + e: tjJ . + ••• ) = (E~ 
1. l 
" E:2 tj;i 
" 








• •• ) ( tjJ • 
l 
(x) Cette écriture peut s e comparer à l'écritur e suivant 
4,0002 = (4 + 2e:) avec e: = 0,0001. 
+ ••• ) 
A. 14 
e t néglig ea nt l es t e rm e s d'ordre supéri eu r à € on a 
0 ' 0 ' 0 ' 0 ' (H + e H )( lji . + e iji .) = (E + e E.)(1/J. + e 1/1 1.) l 1 i 1 1 
néglig ea nt l Gs t e rm e s en e 2 e t remarquant qu e 
E~ lji~ 
1 l 
i l r este 
H0 iji'. + H'i/1~ 
1 1 
E~ 1/1 '. + E '. 1/1 ~ 
1 1 1 1 
( 3) 
On peut touj o urs o xp r im e r dans l a ba se d es 
1/li E 
i ,o ( 4) a 1/1 r r 
Portons ( 4) dans ( 3) 
Ho i 1/10) ' 1/1 ? 
1 
1/1? E~(E i ljJ O ) ( E a + /·( = E. + a r r 1 1 .J.. 1 r r 
et par ( 1 ) 
i Eo 1/Jo f-1 1/1 ~ E. ljJ ~ E i Eo 1/10. E a + = + a r r r 1 1 1 r l. r 
Multipliant sc a lairement par 1/10 i e t nous souv e nant que 
,o 1/1~ = ô \/I r 1 ri 
il vient 
i 
E~ f 1/l ~*H ' 1/1 ~ i E~ a. + dv = Ei + a . 1 1 1 1 1 l. 
E. = f 1jJ ~ H 1/1 ~ dv 
1 J. l. 
La perturbation de l'état d'én e rgie 
e E. = f 1/1~ e H 1 1/i~ dv 
est donc 
1 1 J. 
c' e st- È.i - dire 
* 
6 E~ = f 1/i~ W 1/i? dv 
l. l. 1 j 
-------------
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La p e rturb at i o n a pp a r a it d o nc a u premi e r o rdr e comm e la va-
l e ur moyenn e d e l'int e r a c t i o n V, "pe s ée" sur l ' é tat non pertur-
s o nt l e s é l é me nts d e ma trice b , D 1 AE 0. e . n r e marq u e r a qu e e s u 
1 
diagonaux d e V. 
Cett e dém o nstr a ti o n s 'a ppliqu e à t o ut e é qu a tion du typ e 
L u a u 
pourvu qu e L so it he rmiti e n. 
Application.- P e rturb a tion d e l' o scill a t e ur ha rmoniqu e . Nous avons 
vu qu e l e p o t e nti e l harm o niqu e e st un e a pproximat ion utile, ell e 
r e flèt e l'approxim a ti o n linéair e bi e n connu e 
F - k X (loi d e Hookes) 
1° No u s a ll o n s po us se r plus l o in c et t e a ppr o ximation et 
supp o s e r qu ' un f a ibl e t e rm e du tr o isièm e degré ex ist e d a ns l'ex-
pr e ssion du p o t e nti e l , c' e st-à-dir e 
µ w2 
qu e celui-ci s'écrit 
11 w 2 
U = - 2-- x
2 + a x 3 a <<-,.._ 2 
L'én e r g i e d u promi e r niv e au d e l 'o scill a t e ur e st 
Eo nw 
o -2-








a v e c = fy X 
d i:.; .. N dx 
L'équ a ti o ~ d e SchrQ;ding e r d u pr o blème s'écrit 
-
tî 2 d 2l/J [ µw2 j) 
ëi"x7 + -- x2 + a X . . 1/J = Eip 2µ 2 
perturbati o n 3 modifi e r a l' én e rgie a X du pr e mi e r niveau 
6 Eo f CX) 1jJ 0 3 1/J 0 d Ct X ç 
0 0 0 
- CX) 
Eo 
a N2 t;2 
f CX) - ç 2 6 0 ç 3 d = ( µ w)2 e ç 0 
- ex, 
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La foncti o n à intégrer étant impaire, son intégrale est 
nulle, par conséquent : 
= 0 
La perturbation du niveau fondamental e st nulle au premier 
ordre. 
20 Essayons un e perturbation 
Pour 
8 N2 0 ri 
5/2 
!:, Eo J = w J 57 2 e 0 ( µ 
rés o udre cett e 
- r,;2 




par conséquent : 
00 
e n B x4 
-z:;2 
z; 4 di:; 




- z; 2 ) e + ~ f ~e-z:;2 z:;2 dç 
- 00 
- 00 
3 Joo l; - z; 2 = d ( e ) 4 
- 00 
3 [ z; e-z:;2] 3 f oo - z; 2 dz; = + e 4 4 
- 00 
3 li = 4 
Finalement 
3 BN
2 t'i5/2 1/2 
!:, Eo 0 1T = 




SOLUTION DE L YEQUATION DE SCHROEDINGER PAR DIAGONALISAT ION. 
Supposons que la r és olution de l' équation 
H l/; = E l/; ( 1 ) 
ne soit pas possible analytiquement, ce qui est générale -
ment le cas. 
Admettons que l'on connaisse un ensemble complet 
de fonctions propres orthogonales satisfaisant aux condi-
tions fr onti ères du problème, appelons les 
u2 ....... . 
et supposons les orthonormées . 
u 
n 
Cet ensemble peut êt r e infini, en pratiqu e cepen-
dant, on limitera à N le nombre de ces fonctions à partir 
de critères objectifs. 
Exprimon s l a solution l/; de l'équation à travers la 
base 





( 2 ) 
et o n va tenter dans c e qui suit, d'exprime r les coeffi-
ci ents a 
n 
L ' équation (1) devient 
1. a H u 
n n n 




+ Multiplions à gauch e par uk et intégron s sur tout 
l ' espace de définition . 
i an Juk H un dT • E ak ( 3 ) 
Par définition 
1 8 
u d T 
n 
On appelera cette grandeur, un êl..ément de matrice de 
H dans la représentation un, cet élément de matrice est cal-






ecrire ( 3 ) sous la forme 
encore 
Hk1 + a2 
Si 
E a Hk = E ak 
n= 1 n n 
Hk2 + . . . . . + a2 (Hkk 
donnons .... k les nous a 
- E) + 
valeurs 
... .. aN HkN = 0 
1 ' 2 ' 3 ' •••• N 
' on obtient un système homogène de N équat ions a N in-
connues a 1 , a 2 . .. . aN et l'éliminant de ce système doit 
être nul 
(H11 - E) 
(H2 2 - E) = 0 
Cette équation (dit e séculair e ) fournit les valeurs 
propres E à l'approximation utilisée, c'est-à-dire . lors~ue 
l'on limite la séri e d e s u . 
n 
A chaque val eur de E correspond une s~rie de coef-
ficient a 1 , 
systèm e de 
a 2 , . .... aN que l'on calcule en résolvant le 
N équations à N inconnues. 
On obtient alors la fonction propre correspondant 
à E par la formul e N 
tjJ = E 
n=1 a u n n 
Un e nsemble de fonctions couramment utilisé en phy-
sique nucléaire e st constitué par les fonctions propres d e 
l'oscillateur harmoniqu e quantique à 3 dimensions. 
En physiqu e atomique dans les problèmes à plusieurs 
électrons, on prend souvent comm e base les fonctions d'ondes 
des atomes hydrogénoides. 
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